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摘 要：在赋范线性空间中研究了参数集值优化问题解集的稳定性 . 首先，给出了参数集值优化问题mu-最小解

映射和弱mu-最小解映射的概念及其关系 . 其次，运用分析方法讨论了参数集值优化问题mu-最小解映射和弱mu-

最小解映射的上半连续性和解集的紧性 . 最后，借助水平集值映射获得了参数集值优化问题mu-最小解映射和弱

mu-最小解映射的下半连续性定理，并给出例子解释了所得结果的有效性 . 
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Stability of solution sets for parametric set-valued optimization problems

MENG Xudong

Science College of Nanchang Hang Kong University， Gongqingcheng 332020， China

Abstract： The stability of solution sets for parametric set-valued optimization problems is studied in 

normed vector space. Firstly， the concepts about mu-minimal solution mapping and weak mu-minimal 

solution mapping for parametric set-valued optimization problems and their relations are given. 

Secondly， using analytical method， upper semicontinuity and compactness of mu-minimal solution 

mapping and weak mu-minimal solution mapping to parametric set-valued optimization problems are 

discussed. Finally， the lower semicontinuity theorems for mu-minimal solution mapping and weak mu-

minimal solution mapping of parametric set-valued optimization problems are obtained by the level set-

valued mapping. Some examples are given to explain effectiveness of the obtained results.
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集值优化在数理金融、对策分析和工程技术等领域具有广泛应用，备受广大学者青睐，取得了一系列成

果（Avriel et al.， 1988；Pallaschke et al.， 2002；Gӧpfert et al.， 2003；Khan et al.，2015；Khushboo et al.， 2019a；

Zhang et al.， 2021）. 集值优化问题解集稳定性主要蕴含Painlevé-Kuratowski收敛性、连续性和适定性等 . 基

于集序关系的解集稳定性是运筹学研究的热点新课题 . 目前，Kuroiwa（1997）与 Jahn et al. （2011）首次引入

了集合关于锥的上（下）序关系和弱上（下）序关系，分析了它们的关系 . Anh et al.（2020）与Han et al.（2020，

2022）研究了集值优化问题 Painlevé-Kuratowski收敛性和 Hausdorff收敛性最优条件 . Crespi et al.（2018）与

孟旭东（2022c，2024）在不同假设条件下建立了集优化问题点态适定性、全局适定性、扩展适定性、弱扩展适

定性及广义适定性定理 . 在 Chicco et al.（2011）引进改进集概念基础上，Dhingra et al.（2017）将 Kuroiwa
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（1997）与 Jahn et al. （2011）中集序关系推广为具改进集的上（下）序关系和弱上（下）序关系 . 在具改进集序

关系下，Mao et al.（2019）、Peng et al.（2023）与孟旭东（2025）获得了集值优化问题最小解集和弱最小解集的

Painlevé-Kuratowski收敛性及稳定性条件，孟旭东（2025）的结果推广了 Anh et al.（2020）与 Han et al.（2020，

2022） 中结论．

参数集值优化问题稳定性研究是运筹学与控制论的崭新研究方向，旨在关注当目标映射和可行域发生

微小变化时或目标模型和数据发生扰动时，所求解并没有因干扰而发生较大改变，更加贴近实际问题中的

变化规律和自然特质，目前此类问题研究较少，对其探究可助力完善优化理论体系、促进统一不同优化概念

和适时拓宽实际应用领域等 . Xu et al.（2016）与Khoshkhabar-Amiranloo（2018）利用集序映射半连续性和水

平映射连续性等技巧获得了参数集合优化问题解集映射稳定性最优条件 . 孟旭东等（2019，2022a，2022b）借

助标量化技术和水平映射概念，运用分析方法得到了参数集值优化问题及对偶问题的 Lipschitz连续性和

（弱）近似解集的上（下）半连续性条件 . 孟旭东（2022d）通过分析方法构建了关于参数集值优化问题解集映

射的Berge连续性、Hausdorff 连续性、锥-Hausdorff 连续性和紧闭性定理 . Peng et al.（2025）在不具凸性假设

条件下，给出了基于改进集的参数集优化问题最小解映射和弱最小解映射的Berge上连续性和Berge下半连

续性的充分性条件 .

最近，Karaman et al.（2018）借助 Minkowski差介绍了集序关系，与 Kuroiwa（1997）、Jahn et al. （2011）及

Dhingra（2017）中的集序关系相比，这些集序关系是有界集族上的部分序关系，因此提供了一种研究集值优

化问题的新方法 . 基于 Minkowski差的集序关系，Preechasilp et al.（2019）、Khushboo et al.（2019b）与 Ansari 

et al.（2022）对集值优化问题解集稳定性进行了初步研究 . 然而，基于Minkowski差的集序关系尚未对参数集

值优化问题解集的稳定性进行研究 . 因此，本文旨在利用Minkowski差的集合序关系深入讨论参数集值优

化问题解集映射的连续性和紧性，且假设弱于Crespi et al.（2018）、Han et al.（2020）、Ansari et al.（2022） 与孟

旭东（2022b，2024） 中相关结论的最优性条件．

1 预备知识

设 (X， ⋅
X
)、(Y， ⋅

Y
)、(Ω， ⋅ Ω )均为赋范线性空间，BX、BY分别为 X、Y中的以原点为中心的闭单位球，

BY ( y，r ) 为Y中以点 y ∈ Y为中心且以 r为半径的开球 . K ⊆ Y为Y中的闭凸点锥且 intK ≠ ∅. Γ(Y )、ϒ(Y ) 分别

表示Y的所有非空真子集和所有非空有界真子集的全体，记N = {1，2，3，⋯ }．
设A，B ∈ Γ(Y )， 据Kuroiwa（1997）知A与B的u-上序关系“≤ u

K”和弱u-上序关系“≪ u
K”分别定义为

A ≤ u
KB ⇔ A ⊆ B - K 和 A ≪ u

KB ⇔ A ⊆ B - intK．
据 Pallaschke et al.（2002）知 A 与 B 的 Minkowski 差定义为 A ∸ B ≔ {y ∈ Y：y + B ⊆ A}. 据 Karaman et al.

（2018）知A与B的mu-上序关系“≤ mu
K ”和弱mu-上序关系“≪ mu

K ”分别定义为

A ≤ mu
K B ⇔ ( B ∸ A ) ∩ K ≠ ∅ 与 A ≪ mu

K B ⇔ ( B ∸  A ) ∩ int K ≠ ∅．

易见“≤ mu
K ”为ϒ (Y )上的偏序关系．

引理 1（Han， 2002） 设 A，B ⊆ Y为非空子集，且 B为凸集，如果对任何的点 μ ∈ (0，δ )， 满足 A +
δBY ⊆ B + μBY， 有A ⊆ intB．

引理2 设K ⊆ Y为闭凸点锥，intK ≠ ∅，A，B ∈ Γ(Y )， 如果A ≪ mu
K B， 则A ≪ u

KB．
证明 据A ≪ mu

K B， 对任何的点 k ∈ intK， 有 k + A ⊆ B， 故A ⊆ -k + B ⊆ B - int K， 则A ≪ u
KB．

设M ⊆ X为非空子集，F：X → 2Y \ { ∅ }为非空集值映射，讨论集值优化问题（简称问题（SVOP））：

min F ( x )，s.t.  x ∈ M．

现回顾问题（SVOP）的u-最小解和弱u-最小解的概念．

定义1（Jahn et al.， 2011） 设M ⊆ X为非空子集，F：X → 2Y \ { ∅ }为非空集值映射，点 x0 ∈ M，
（i）称 点 x0 为 问 题（SVOP）的 u- 最 小 解 当 且 仅 当 对 任 何 的 点 x ∈ M，满 足 F ( x ) ≤ u

KF ( x0 )，有

F ( x0 ) ≤ u
KF ( x )；

（ii）称点 x0 为问题（SVOP）的弱 u- 最小解当且仅当对任何的点 x ∈ M，满足 F ( x ) ≪ u
KF ( x0 )，有

F ( x0 ) ≪ u
KF ( x )．
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注 1 问题（SVOP）的所有 u-最小解和弱 u-最小解的全体分别记为 Su (F，M ) 和 Wu (F，M )，易知，

Su (F，M ) ⊆Wu (F，M )．
证明 对任意点 x0 ∈ Su (F，M )，假若存在点 x ∈ M， 满足 F ( x ) ≪ u

KF ( x0 )，有 F ( x ) ⊆ F ( x0 ) - intK ⊆ 

F ( x0 ) - K，则 F ( x ) ≤ u
KF ( x0 ). 据点 x0 ∈ Su (F，M )，得 F ( x0 ) ≤ u

KF ( x )，所以 F ( x0 ) ⊆ F ( x ) - K ⊆ F ( x0 ) - intK -
K ⊆ F ( x ) - K - intK - K ⊆ F ( x ) - intK，即F ( x0 ) ≪ u

KF ( x )，故点 x0 ∈ Wu (F，M )，因此Su (F，M ) ⊆Wu (F，M )．
接下来给出问题（SVOP）的mu-最小解和弱mu-最小解的概念．

定义2（Khan et al.， 2015） 设M ⊆ X为非空子集，F：X → 2Y \ { ∅ }为非空有界集值映射，点 x0 ∈ M，
（i）称 点 x0 为 问 题（SVOP）的 mu- 最 小 解 当 且 仅 当 不 存 在 点 x ∈ M，满 足 F ( x ) ≤ mu

K F ( x0 )， 

F ( x ) ≠ F ( x0 )，即对任何的点 x ∈ M， 要么F ( x ) ≤ mu
K F ( x0 )，要么F ( x ) = F ( x0 )；

（ii） 称点 x0 为问题（SVOP）的弱 mu-最小解当且仅当不存在点 x ∈ M， 使得 F ( x ) ≪ mu
K F ( x0 ). 问题

（SVOP）的所有mu-最小解和弱mu-最小解的全体分别记为Smu ( F，M )和Wmu ( F，M )．

由注1和引理2可得

引理3 设K ⊆ Y为闭凸点锥且 intK ≠ ∅， 则Su (F，M ) ⊆Wu (F，M ) ⊆ Wmu (F，M )．
定义 3（Avriel et al.， 1988） 设M ⊆ X为非空子集，称M为弧连通的，如果对任何的点 x，y ∈ M， 存在连

续函数φ：[ 0，1] → M， 使得φ (0 ) = x，φ (1) = y．
受Han（2022）定义2.5及Ansari et al.（1998）定义2.11的启发，给出集值映射严格mu-拟连通的概念．

定义 4 设M ⊆ X为弧连通集，F：X → 2Y \ { ∅ }为非空集值映射，称F在M上为严格mu-拟连通的，如果

对任何的 A ∈ Γ(Y )， 任何的点 x，y ∈M，x ≠ y， 满足 F ( x ) ≤ mu
K A，F ( y ) ≤ mu

K A， 存在连续函数 φ：[ 0，1] → M， 

满足φ (0 ) = x，φ (1) = y， 使得对任何的点 t ∈ (0，1)， 有F (φ ( t ) ) ≪ mu
K A．

现给出问题（SVOP）的mu-最小解和弱mu-最小解等价性结论．

引理 4 设M ⊆ X为弧连通集，F：X → 2Y \ { ∅ }为非空集值映射，F在M上为严格mu-拟连通的且具非空

值，则Smu (F，M ) = Wmu (F，M )．
证 明 据 定 义 2 知 Smu (F，M ) ⊆ Wmu (F，M ). 下 证 Wmu (F，M ) ⊆ Smu (F，M ). 设 点 x1 ∈ Wmu (F，M )， 

x1 ∉ Smu (F，M )， 则存在点 x2 ∈ X， 有F ( x2 ) ≤ mu
K F ( x1 )，F ( x1 ) ≠ F ( x2 )．

据 F ( x2 ) ≤ mu
K F ( x1 ) 及 F在 M上为严格 mu-拟连通的，则存在连续函数 φ：[ 0，1] → M， 满足 φ (0 ) =

x2，φ (1) = x1， 使 得 对 任 何 的 t ∈ (0，1)， 有 F (φ ( t ) ) ≪ mu
K F ( x1 )， 但 这 与 点 x1 ∈  Wmu (F，M ) 矛 盾 ，故 点

x1 ∈ Smu (F，M ). 所以，Smu (F，M )= Wmu (F，M )．
现指出集值映射半连续性、局部Lipschitz连续和弱局部K-Lipschitz连续的基本概念．

定义5（Gӧpfert et al.， 2003；Khanet al.， 2015） 设F：X → 2Y \ { ∅ }为非空集值映射，点 x0 ∈ X，
（i）称 F在点 x0 处为上半连续的当且仅当对任何开邻域 V ⊆ Y， 满足 F ( x0 ) ⊆V， 存在点 x0 的邻域

U ( x0 ) ⊆ X， 使得对任何的点 x ∈ U ( x0 )， 有F ( x ) ⊆ V；
（ii）称 F在点 x0 处为下半连续的当且仅当对任何开邻域 V ⊆ Y，满足 F ( x0 ) ∩ V ≠ ∅，存在点 x0 的邻域

U ( x0 ) ⊆ X， 使得对任何的点 x ∈ U ( x0 )， 有F ( x ) ∩ V ≠ ∅；

（iii）称F在X上为上（下）半连续的当且仅当F在X上每点处为上（下）半连续的；

（iv）称F在X上为连续的当且仅当F在X上既上半连续又下半连续．

引理5（Gӧpfert et al.， 2003；Khan et al.， 2015） 设F：X → 2Y \ { ∅ }为非空集值映射，点 x0 ∈ X，
（i）F在点 x0 处下半连续当且仅当对每个序列 { xn } ⊆ X，xn → x0，点 y0 ∈ F ( x0 )，存在点 yn ∈ F ( xn )，使得

yn → y0；

（ii）F ( x0 )为紧集，F在点 x0 处上半连续当且仅当对每个序列 { xn } ⊆ X，xn → x0，及点 yn ∈ F ( xn )，存在点

y0 ∈ F ( x0 )，{ ynk } ⊆ { yn }， 使得 ynk → y0．

定义 6（孟旭东， 2022a；Ansari et al.， 2022） 设M ⊆ X为非空子集，F：X → 2Y \ { ∅ }为非空集值映射，点
x0 ∈ X，

（i）称F在点 x0 处为局部Lipschitz连续的当且仅当存在 L1 > 0， 点 x0 的邻域U ( x0 ) ⊆  X，使得对任何的点
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x1，x2 ∈ U ( x0 ) ∩ M，有F ( x1 ) ⊆ F ( x2 ) + L1 x1 - x2 X
BY；

（ii）称F在点 x0处为弱局部K-Lipschitz连续的当且仅当存在 L2 > 0， 点 x0的邻域U( x0 ) ⊆ X，使得对任何

的点 x1，x2 ∈ U ( x0 ) ∩ M，w ∈ F ( x2 )， 有F ( x1 ) ∩ { }w + L2 x1 - x2 X
BY + K ≠ ∅；

（iii）称F在M上为局部Lipschitz连续的当且仅当F在M上每点处为局部Lipschitz连续的；

（iv）称F在M上为弱局部K-Lipschitz连续的当且仅当F在M上每点处为弱局部K-Lipschitz连续的．

注2 （i）据孟旭东（2022a）中例2.3可知，F在M上为连续的，但F在M上不是局部Lipschitz连续的；

（ii）据Ansari et al.（2022）中例 2.4和例 2.5知，F在某点处是局部Lipschitz连续的，但F在此点处不是下

（上）半连续；

（iii）由（i）和（ii）知，集值映射局部Lipschitz连续性与半连续性及连续性互不蕴含．

现给出本文研究的两个重要命题，旨在为讨论后续解集稳定性作准备．

命题 1 设M ⊆ X为非空子集，F：M → 2Y \ { ∅ }为非空集值映射，点 x0，y0 ∈ M，F在点 x0，y0 处为局部

Lipschitz连续的且F ( y0 )为闭集，序列 { xn }，{ yn } ⊆ M，xn → x0，yn → y0，当 n充分大时，有F ( xn ) ≤ mu
K F ( yn )， 

则F ( x0 ) ≤ mu
K F ( y0 )．

证明 由F在点 x0处为局部Lipschitz连续的，则存在L1 > 0，N1 ∈ N，当n > N1时，有

F ( x0 ) ⊆ F ( xn ) + L1 xn - x0 X
BY． （1）

据F在点 y0处为局部Lipschitz连续的，则存在L2 > 0，N2 ∈ N，当n > N2时，有

F ( yn ) ⊆ F ( y0 ) + L2 yn - y0 X
BY． （2）

由当n充分大时，有F ( xn ) ≤ mu
K F ( yn )，则存在点 kn ∈ K，N3 ∈ N，当n > N3时，有

kn + F ( xn ) ⊆ F ( yn )． （3）

结合式（1）~（3），取N0 = max (N1，N2，N3 )， 当n > N0时，有

kn + F ( x0 ) ⊆ F ( y0 ) + L1 xn - x0 X
BY + L2 yn - y0 X

BY． （4）

则 F ( x0 ) ≤ mu
K F ( y0 )，即存在点 k0 ∈ K，使得 k0 + F ( x0 ) ⊆ F ( y0 ). 假若不然，对任何的点 k0 ∈ K，存在点

w0 ∈ F ( x0 )，有 k0 + w0 ∉ F ( y0 ). 据F ( y0 )为闭集，则存在 δ0 > 0， 得

k0 + w0 ∉ F ( y0 ) + δ0BY． （5）

据 xn → x0，yn → y0，注意到BY为闭单位球，并结合式（4），存在N4 ∈ N，满足N4 > N0， 当n > N4时，有

kn + F ( x0 ) ⊆ F ( y0 ) + δ0BY． （6）

这与式（5）矛盾，故 k0 + F ( x0 ) ⊆ F ( y0 )，所以F ( x0 ) ≤ mu
K F ( y0 )．

命题 2 设M ⊆ X为非空子集，F：M → 2Y \ { ∅ }为非空集值映射，点 x0，y0 ∈ M，F在点 x0 处为弱局部K-

Lipschitz连续的，F在点 y0 处为局部Lipschitz连续的且F ( y0 )为紧集，序列 { xn }，{ yn } ⊆ M，xn → x0，yn → y0， 

满足F ( y0 ) ≪ mu
K F ( x0 )，F ( xn ) ⊆ Y为凸子集，则当n充分大时，有F ( yn ) ≪ mu

K F ( xn )．
证明 据 F ( y0 ) ≪ mu

K F ( x0 )，知存在点 k0 ∈ intK，使得 k0 + F ( y0 ) ⊆ F ( x0 )， 则对任何的 r > 0，有 k0 +
F ( y0 ) ⊆ F ( x0 ) ⊆ ∪

w ∈ F (x0 )
BY (w，r ). 又F ( y0 )为紧集，故存在有限集{ w1，w2，⋯，wn } ⊆ F ( x0 )，使得

k0 + F ( y0 ) ⊆ ∪
i = 1

n

BY (wi，r )． （7）

再据 k0 + F ( y0 )为紧集，则存在 δ0 > 0，使得

k0 + F ( y0 ) + 3δ0BY ⊆ ∪
i = 1

n

BY (wi，r )． （8）

据 F在点 x0 处为弱局部K-Lipschitz连续的，则存在点 x0 的邻域 U ( x0 ) ⊆ X，以及 L1 > 0，使得对任何的

点 x ∈ U ( x0 )，w ∈ F ( x0 )，有

F ( x ) ∩ { }w + L1 x1 - x2 X
BY + K ≠ ∅． （9）

再由 F 在点 y0 处为局部 Lipschitz 连续，则存在点 y0 的邻域 U ( y0 ) ⊆ X，以及 L2 > 0，使得对任何的点
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y ∈ U ( y0 )，有

F ( y ) ⊆ F ( y0 ) + L2 y - y0 X
BY． （10）

据 xn → x0，yn → y0，知存在N0 ∈ N，当n > N0时，有点 xn ∈ U ( x0 )，yn ∈ U ( y0 )，再结合式（10），有

2δ0BY + F ( yn ) ⊆ 2δ0BY + F ( y0 ) + L2 yn - y0 X
BY． （11）

又由 yn → y0，注意到BY为闭单位球，并据式（8）和式（11），得

k0 + 2δ0BY + F ( yn ) ⊆ k0 + F ( y0 ) + 3δ0BY ⊆ ∪
i = 1

n

BY (wi，r ) = { w1，w2，⋯，wn } + BY (0，r )． （12）

对任何的点w ∈ k0 + 2δ0 BY + F ( yn )，结合式（12）知，存在 i0 ∈ { 1，2，⋯，n }，以及点b1 ∈ BY (0，r )， 使得

w = wi0 + b1． （13）

据式（9）知，对任何的点 xn ∈ U ( x0 )，w ∈ F ( x0 )，有 F ( xn ) ∩ { }w + L1 xn - x0 X
BY + K ≠ ∅. 再注意到

xn → x0，BY为闭单位球，得F ( xn ) ∩ { w + δ0 BY + K } ≠ ∅. 故存在点wn∈ F ( xn )，以及点 b2 ∈ BY，k1 ∈ K， 使得

wn = wi0
+ b2δ0 + k1，故wi0

= wn - b2δ0 - k1，结合式（13），有w = wn + b1 - b2δ0 - k1，所以

k1 + w = wn - b2 δ0 + b1 ∈ F ( xn ) + δ0BY + BY (0，r )． （14）

据点w ∈ k0 + 2δ0 BY + F ( yn )， 知 k1 + w ∈ k1 + k0 + 2δ0 BY + F ( yn )，结合式（14），有

k1 + k0 + 2δ0BY + F ( yn ) ⊆ F ( xn ) + δ0BY + BY (0，r ) ⊆ F ( xn ) + δ0BY + rBY． （15）

记 k2 = k1 + k0，由点 k0 ∈ int K，k1 ∈ K， 知点 k2 ∈ int K，再据式（15），有

k2 + 2δ0BY + F ( yn ) ⊆ F ( xn ) + δ0BY + rBY． （16）

令 r → 0+，得 r + δ0 → δ0 < 2δ0，又由引理 1 知，k2 + F ( yn ) ⊆ int F ( xn ) ⊆ F ( xn )，故当 n 充分大时，有

F ( yn ) ≪ mu
K F ( xn )．

设F：X → 2Y \ { ∅ }，M：Ω → 2X \ { ∅ }为非空集值映射，对任何的点μ ∈ Ω，讨论参数集值优化问题（简称

问题（PSVOP））： 

min F ( x )，s.t.  x ∈ M ( μ )．
问题（PSVOP）的mu-最小解映射 Smu：Ω → 2X \ { ∅ }和弱mu-最小解映射Wmu：Ω→ 2X \ { ∅ }分别定义为

Smu ( μ ) = Smu ( M ( μ ) )与Wmu ( μ ) = Wmu ( M ( μ ) )．

注3 对任何的点μ ∈ Ω，有Smu ( μ ) ⊆ Wmu ( μ )．
定义 7 设 F：X → 2Y \ { ∅ }，M：Ω → 2X \ { ∅ }为非空集值映射，水平集值映射 L：Ω × X → 2X \ { ∅ }定

义为

L ( μ，x ) = { y ∈ M ( μ )：F ( y ) ≤ mu
K F ( x ) }， ∀μ ∈ Ω，x ∈ M ( μ )．

注4 对任何的点μ ∈ Ω，x ∈ M ( μ )，有Smu (L ( μ，x ) ) ⊆ Smu ( μ ) = Smu (M ( μ ) )．
对任何的点 ( μ，x ) ∈ Ω × X，现给出水平集值映射集L ( μ，x )闭性的最优性条件．

命题 3 设M：Ω → 2X \ { ∅ }为具闭值的集值映射，F：M → 2Y \ { ∅ }在M ( μ ) 上为具局部Lipschitz连续的

闭集值映射，则对任何的点 ( μ，x ) ∈ Ω × X，有L ( μ，x )为闭集．

证明 对任何的点 ( μ，x ) ∈ Ω × X， 及序列 { yn } ⊆ L ( μ，x )，yn → y0，则点 y0 ∈ M ( μ ) 且 F ( yn ) ≤ mu
K F ( x )， 

据F在M ( μ ) 上为具局部Lipschitz连续的闭集值映射，结合命题1，得F ( y0 ) ≤ mu
K F ( x )，故点 y0 ∈ L ( μ，x )．

据Khushboo et al.（2019a）中的定理5.1，结合引理3和命题3可知

引理 6 设 M ⊆ X为非空紧子集，F：M → 2Y \ { ∅ } 为具局部 Lipschitz 连续的闭集值映射，则问题
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（SVOP）存在最小解．

引理 7 对任何的点μ ∈ Ω，M ( μ ) ⊆ X为弧连通子集，F：X → 2Y \ { ∅ }在M ( μ ) 上为严格mu-拟连通的集

值映射，点 x0 ∈ Smu ( μ )，则L ( μ，x0 ) = { x0 }．
证明 据 L的定义易见点 x0 ∈ L ( μ，x0 )． 假若存在点 x1 ∈ L ( μ，x0 )， 使得 x1 ≠ x0，据F在M ( μ ) 上为严格

mu- 拟连通的，则存在连续映射 φ： [ 0，1] → M，满足 φ (0 ) = x1，φ (1) = x0，使得对任何的 t ∈ (0，1)，有

F (φ ( t ) ) ≪ mu
K F ( x0 )，故点 x0 ∉ Wmu ( μ )，这与点 x0 ∈ Smu( μ )⊆ Wmu ( μ ) 矛盾，所以L ( μ，x0 ) = { x0 }．

2 问题（PSVOP）解集的稳定性

本部分旨在研究问题（PSVOP）解集稳定性的最优条件． 问题（PSVOP）解集稳定性通常是指当问题的

目标函数、约束条件和可行域等随参数发生微小扰动时，其解集的变化程度是否可控． 稳定性分析的核心在

于研究解集映射的上半连续性、下半连续性、收敛性及紧性等对扰动的敏感度． 现首先分析问题（PSVOP）的

mu-最小解映射和弱mu-最小解映射的上半连续性和紧性． 设M： Ω → 2X \ { ∅ }，F：X → 2Y \ { ∅ }为非空集值

映射，为研究问题（PSVOP）解集稳定性的叙述方便起见，给出以下基本假设：：

（H1）设点μ0 ∈ Ω， M在点μ0处连续且M ( μ0 )为紧集；

（H2）设点μ0 ∈ Ω， M ( μ0 ) ⊆ X为弧连通子集；

（H3）设点μ0 ∈ Ω， F在M ( μ0 )上为局部Lipschitz连续的；

（H4）设点μ0 ∈ Ω， F在M ( μ0 )上为弱局部K-Lipschitz连续的；

（H5）设点μ0 ∈ Ω， F在M ( μ0 )上具非空紧凸值；

（H6）设点μ0 ∈ Ω， F在M ( μ0 )上具非空闭值；

（H7）设点μ0 ∈ Ω， F在M ( μ0 )上为严格mu-拟连通的．

定理 1 对问题（PSVOP）而言，如果假设条件（H1）、（H3）、（H4）和（H5）成立，则Wmu在点 μ0 处上半连续

且Wmu ( μ0 )为紧集．

证明 据注 3和引理 6知，Wmu ( μ0 ) ≠ ∅. 下证Wmu在点μ0 处为上半连续的，假若不然，设Wmu在点μ0 处不

是上半连续的，则存在邻域V ⊆ X，满足Wmu ( μ0 ) ⊆ V，以及序列 { μn } ⊆ Ω，μn → μ0，满足点 xn ∈ Wmu ( μn )，使

得对任何的n ∈ N，有

xn ∉ V． （17）

据M在点 μ0 处上半连续且M ( μ0 )为紧集，据引理 5的（ii）知，存在点 x0 ∈ M ( μ0 )，xn → x0（若有必要，选

取 { xn } 的 子 序 列），则 必 有 点 x0 ∈ Wmu ( μ0 )． 假 若 点 x0 ∉ Wmu ( μ0 )，则 存 在 点 y0 ∈ M ( μ0 )，使 得

F ( y0 ) ≪ mu
K F ( x0 )．由M在点 μ0 处下半连续，据引理 5的（i）知，存在序列 { yn } ⊆ M ( μn )，使得 yn → y0． 由条件

（H3）、（H4）和（H5），据命题 2 知，当 n充分大时，有 F ( yn ) ≪ mu
K F ( xn )，这与点 xn ∈ Wmu ( μn ) 矛盾，故点

x0 ∈ Wmu ( μ0 )． 由 xn → x0， 当n充分大时，有点 xn ∈ V，这与式（17）矛盾，故Wmu在点μ0处上半连续．

以下证 Wmu ( μ0 ) 为紧集． 据 Wmu ( μ0 ) ⊆ M ( μ0 )，以及 M ( μ0 ) 为紧集，只证 Wmu ( μ0 ) 为闭集． 设序列

{ wn } ⊆ Wmu ( μ0 )，wn → w0，假若点w0 ∉ Wmu ( μ0 )，存在点 w̄ ∈ M ( μ0 )，满足F ( w̄ ) ≪ mu
K F ( w0 )，类似以上论证

过程知，当 n 充分大时，有 F ( w̄ ) ≪ mu
K F ( wn )，这与序列{ wn } ⊆Wmu ( μ0 ) 矛盾，故点 w0 ∈ Wmu ( μ0 )，所以

Wmu ( μ0 )为紧集．

现给出例1检验定理1的有效性．

例 1 设X = Y = R2，Ω = [ 0，1]，K = R2+. 集值映射M：Ω → 2X \ { ∅ }定义为对任何的点μ ∈ Ω，有M ( μ ) =
[ 0，μ ] × [ 0，μ ]，集值映射F：X →2Y\ { ∅ }定义为对任何的点 ( x，y ) ∈ R2，有 F ( x，y ) = (|xy|，|xy| ) + BY. 选取点

μ0 = 1 ∈ Ω，易验证满足定理 1 的条件，经计算可知对任何的点 μ ∈ Ω，有 Wmu ( μ ) = { 0 } × [ 0，μ ] ∪ [ 0，μ ] ×

{ 0 }，显然地Wmu在点μ0 = 1处上半连续且Wmu ( μ0 ) = { 0 } × [ 0，1] ∪ [ 0，1] × { 0 }为紧集．

定理2 对问题（PSVOP）而言，如果假设条件（H1）、（H3）、（H4）、（H5）和（H7）成立，则Smu在点μ0处上半

连续且Smu ( μ0 )为紧集．

证明 据引理 6知，Smu ( μ0 ) ≠ ∅. 下证 Smu在点 μ0 处为上半连续的，假若不然，设 Smu 在点 μ0 处不是上半
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连续的，则存在邻域V ⊆ X， 有Smu ( μ0 ) ⊆ V， 存在序列{ μn } ⊆ Ω， μn → μ0， 使得

Smu ( μn ) ⊆V． （18）

由F在M ( μ0 )上严格mu-拟连通的，据引理 4知，Smu ( μ0 ) = Wmu ( μ0 ) ⊆ V. 由定理 1知，Wmu在点 μ0 处上半

连续，故存在点 μ0 的邻域 U ⊆ X，使得对任何的点 μ ∈ U， 有Wmu( μ ) ⊆ V. 又 μn → μ0，当 n充分大时，有点

μn ∈ U，故 Smu ( μn ) ⊆ Wmu ( μn ) ⊆ V， 这与式（18）矛盾，故 Smu 在点 μ0 处上半连续 . 又注意到 Smu ( μ0 ) =
Wmu ( μ0 )，并结合定理1知，Smu ( μ0 )为紧集 . 

为给出问题（PSVOP）的（弱）mu-最小解映射下半连续性，现指出L的上半连续性．

引理 8 对问题（PSVOP）而言，如果假设条件（H1）、（H2）、（H3）、（H6）和（H7）成立，则 L在 { μ0 } ×
M ( μ0 )上为上半连续的．

证明 假若存在点 x0 ∈ M ( μ0 )，使得L在点 ( μ0，x0 )处不是上半连续的，则存在V ⊆ X，满足L ( μ0，x0 ) ⊆  V，
及 ( μn，xn ) → ( μ0，x0 )，满足L ( μn，xn ) ⊆V， 故存在点 yn ∈  L ( μn，xn )，使得对任何的n ∈ N，有

yn ∉ V． （19）

由M在点 μ0 处上半连续且M ( μ0 )为紧集，据引理 5的（ii）知，存在点 y0 ∈ M ( μ0 )，yn → y0（若有必要，取

{ yn } 的 子 序 列）. 据 点 yn ∈ L ( μn，xn )，知 对 任 何 ( μn，xn ) ∈ Ω × X，有 F ( yn ) ≤ mu
K F ( xn ). 据 命 题 1 知

F ( y0 ) ≤ mu
K F ( x0 )，故点 y0 ∈ L ( μ0，x0 ). 由 yn → y0，当 n充分大时，点 yn ∈ V，这与式（19）矛盾，故 L在 { μ0 } ×

M ( μ0 )上为上半连续的．

接下来建立问题（PSVOP）的mu-最小解映射和弱mu-最小解映射的下半连续性定理．

定理3 对问题（PSVOP）而言，如果假设条件（H1）、（H2）、（H3）、（H6）和（H7）成立，则Smu在点μ0处为下

半连续的．

证明 据引理 6知，Smu ( μ0 ) ≠ ∅. 下证 Smu在点 μ0 处为下半连续的，假若不然，设 Smu在点 μ0 处不是下半

连续的，则存在点 y0 ∈ Smu ( μ0 )，以及零点的邻域V ⊆ X，序列{ μn } ⊆ Ω，μn → μ0，使得对任何的n ∈ N，有

( y0 + V ) ∩ Smu ( μn ) = ∅． （20）

据 点 y0 ∈ Smu ( μ0 )，知 点 y0 ∈ M ( μ0 ). 由 M 在 点 μ0 处 下 半 连 续 ，据 引 理 5 的（i）知 ，存 在 序 列

{ yn } ⊆ M ( μ0 )，使得 yn → y0. 据引理 7 知，L ( μ0，y0 ) = { y0 }，则 L ( μ0，y0 ) ⊆ y0 + V. 再结合引理 8 得，L在点

( μ0，y0 )处为上半连续的，故当n充分大时，有

L ( μn，yn ) ⊆ y0 + V． （21）

由点 yn ∈ L ( μn，yn )，知 L ( μn，yn ) ≠ ∅. 据命题 3，得 L ( μn，yn ) 为闭集 . 又 M ( μn ) 为紧集及 L ( μn，yn ) ⊆ 

M ( μn )，则 L ( μn，yn )为紧集 . 再据引理 6，可得 Smu ( L ( μn，yn ) ) ≠ ∅，现取点 wn ∈ Smu ( L ( μn，yn ) )，并结合式

（21），当n充分大时，有

wn ∈ Smu (L ( μn，yn ) ) ⊆ L ( μn，yn ) ⊆ y0 + V． （22）

又由注4可知，当n充分大时，有

wn ∈ Smu ( L ( μn，yn ) ) ⊆ Smu ( μn )． （23）

结合式（22）与式（23），当n充分大时，有点wn ∈ ( y0 + V ) ∩ Smu ( μn )，这与式（20）矛盾，所以Smu在点μ0处

下半连续．

定理 4 对问题（PSVOP）而言，如果假设条件（H1）、（H2）、（H3）、（H6）和（H7）成立，则Wmu在点 μ0 处为

下半连续的．

证明 据注 3 和引理 6 知，Wmu ( μ0 ) ≠ ∅. 下证 Wmu 在点 μ0 处为下半连续的 . 据引理 4 知，Wmu ( μ0 ) =
Smu ( μ0 )，对任何的点 y0 ∈ Wmu ( μ0 )，有点 y0 ∈ Smu ( μ0 ). 再据定理 3，知 Smu在点μ0处是下半连续的，故对点 y0的

任何邻域 V ⊆ X，存在点 μ0 的邻域 U ⊆ Ω，使得对任何的点 μ ∈ U，有 Smu ( μ ) ∩ V ≠ ∅. 又由注 3，知

Smu ( μ ) ⊆ Wmu( μ )，则对任何的点μ ∈ U，有Wmu ( μ ) ∩ V ≠ ∅，所以Wmu在点μ0处下半连续．

现举出例2说明定理4．

例 2 设X = Y = R2，Ω = [ 0，1]，K = R2+. 集值映射M：Ω → 2X \ { ∅ }定义为对任何的点μ ∈ Ω，有M ( μ ) =
[ 0，1] × [ 0，1]，且集值映射 F：X →2Y\ { ∅ } 定义为对任何的点 ( x，y ) ∈ M ( μ )，有 F ( x，y ) = ( [ x，1 + x ] ×
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[ x，1 + x ]，[ y，1 + y ] × [ y，1 + y ]) + BY. 选取点 μ0 = 0 ∈ Ω，易验证满足定理 4 的条件，经计算知对任何的

点μ ∈ Ω，有Wmu ( μ ) = [ 0，2 ] × [ 0，2 ]，显然地Wmu在点μ0 = 0处下半连续．

注 5 （i）据引理 3 知，定理 1 和定理 4 拓宽了 Crespi et al.（2018）、Han et al.（2020）与孟旭东（2022b，

2024）中研究集合的范围；

（ii）定理 3 和定理 4 中的目标集值映射具非空闭值比 Crespi et al.（2018）、Han et al.（2020）、Ansari et al.

（2022）与孟旭东（2022b，2024）中目标集值映射具非空紧值条件更弱，且定理 3和定理 4中条件（H2）中所蕴

含的弧连通集比Crespi et al.（2018）、Han et al.（2020）、Ansari et al.（2022）与孟旭东（2022b，2024）中给出的凸

集更弱；

（iii）据注 2知，定理 1-定理 4中的目标集值映射的局部Lipschitz连续性与Crespi et al.（2018）、Han et al.

（2020）与孟旭东（2022b）中研究的目标集值映射的半连续性不同．

据定理1-定理4得问题（PSVOP）的（弱）mu-最小解映射连续性和紧性最优性结论．

定理5 对问题（PSVOP）而言，如果假设条件（H1）、（H2）、（H3）、（H4）、（H5）、（H6）和（H7）成立，则

（i） Smu在点μ0处连续且Smu ( μ0 )为紧集；

（ii） Wmu在点μ0处连续且Wmu ( μ0 )为紧集．

注6 由定理5知，问题（PSVOP）的两类解映射的连续性和紧性具有统一性最优条件．

现给出例3以解释定理5.

例 3 设X = Y = R2，Ω = [ 0，1]，K = R2+. 集值映射M：Ω → 2X \ { ∅ }定义为对任何的点μ ∈ Ω，有M ( μ ) =
[ 0，μ ] × [ 0，μ ]，集值映射 F：X →2Y\ { ∅ }定义为对任何的点 ( x，y ) ∈ R2，有 F ( x，y ) = ( x + y，x - y ) + BY. 选

取点 μ0 = 1 ∈ Ω，易验证满足定理 5的条件，经计算对任何的点 μ ∈ Ω，有 Smu ( μ ) = Wmu ( μ ) = {(0，0 ) }，显然

地Smu，Wmu在点μ0 = 1处连续且Smu (1) = Wmu (1) = {(0，0 ) }为紧集．

3 结 语

（i） 本文在Karaman et al.（2018）提出的基于Minkowski差的集合偏序关系下，在赋范线性空间中建立了

约束集值映射受参数扰动下问题（PSVOP）的解集稳定性定理 . 研究结果表明，问题（PSVOP）的mu-最小解

映射和弱mu-最小解映射的连续性和解集的紧性具有一致相同的最优性条件，且给出的基本条件弱于

Crespi et al.（2018）、Han et al.（2020）、Ansari et al.（2022）与孟旭东（2022b，2024） 中相关定理的假设．

（ii） 本文获得问题（PSVOP）的解集稳定性结果为进一步研究问题（PSVOP）的Painlevé-kuratowski收敛

性、适定性和连通性等奠定了理论基础和提供了思路借鉴，并助力推动了集值优化理论在运筹控制、数字经

济、交通均衡及医疗保障等众多领域的应用给出理论支撑．
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